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The energy levels of W83 are calculated in a nuclear model consisting of three point masses.
Two of them with equal masses within a fixed distance ©, represent the core of the nucleus. The
third one, representing the extra nucleon, is assumed to move in a potential of the usual Nilsson
type. For the description of the nuclear deformation a term P, is added. In contrast to former
calculations it can be shown that a consistent set of parameters exists which fits the experimental

data including the level 7/2— at 453.1 keV.

In einer fritheren Arbeit! wurde, ausgehend vom
Drei-Korper-Problem, eine Modellrechnung durch-
gefiihrt, in welcher zwei der drei Teilchen als gleich-
artig und das von ihnen erzeugte Potentialfeld sche-
matisch als Potential eines deformierten Kernrump-
fes betrachtet wurden. Mit dem zusétzlichen dritten
Teilchen als AuBlennukleon erhilt man damit ein
Kernmodell, dessen ,,Rumpf“ die Freiheitsgrade der
Schwingung und der Rotation besitzt. Es wurde ge-
zeigt, dal} sich mit diesem Modell unter Hinzunahme
der Spin-Bahn-Wechselwirkung Energiespektren be-
rechnen lassen, wobei allerdings auf einen quantita-
tiven Vergleich mit dem Experiment nicht eingegan-
gen wurde. Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die
damals entwickelten Methoden auf einen Kern anzu-
wenden, fiir den ein ausreichendes experimentelles
Material vorliegt, und damit die Brauchbarkeit des
Modells zu priifen.

Als geeigneter Kern fiir eine solche Untersuchung
bietet sich der Kern W83 an, dessen Energieniveaus
sehr genau bestimmt sind 3. Abb. 1 zeigt das ex-
perimentelle Niveauschema. Die Niveaus sind nach
Drehimpuls und Paritat klassifiziert und zum Teil
zu Rotationsbanden (K=1/2 und K =3/2) zusam-
mengefalit.

Gerade fiir diesen Kern liegen auch mehrere theo-
retische Arbeiten vor. Bei KERMAN? werden in
einem zundchst klar definierten Modell Verein-
fachungen vorgenommen, welche die Storungsrech-
nung und das Einteilchenmodell betreffen: Bei der
Storungsrechnung werden nur 2 von insgesamt 21
Einteilchenbasisfunktionen verwendet, was keiner
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Abb. 1. Experimentelle Energieniveaus von W83,
Energien in keV.
exakten Behandlung der Rumpf-AuBennukleon-

Wechselwirkung (des RPC-Termes bei KERMAN)
entspricht. Das Einteilchenmodell wird in den Rech-
nungen mehr qualitativ beriicksichtigt, was in der
Art der Parametrisierung des Modells zum Ausdruck
kommt. Die Niveaus, die zu den Banden K =1/2
und K =3/2 gehéren, konnen auf diese Weise recht
gut erklart werden. Bei BROCKMEIER et al.? finden
wir die Methode von KERMAN in erweiterter Form
wieder (9 Einteilchenbasisfunktionen). Es werden
wiederum die Niveaus der beiden Banden berech-
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net, wobei die grofite Abweichung der angepalten
Niveaus nur 0,05% betrigt.

Bei KERMAN* wie BROCKMEIER et al.® beruhen
diese guten Ergebnisse allerdings auf der Einfiih-
rung von Anpassungsparametern, welche sich bei
der Storungsrechnung anbieten, in welche jedoch
die Grundparameter des Modells (Potentialpara-
meter, Tragheitsmoment des Rumpfes) auf recht
komplexe Weise eingehen, so daf} die Frage eines
konsistenten Parametersystems offen bleibt. Aus die-
sem Grunde ergeben sich auch keine Aussagen iiber
die Giite des Einteilchenpotentials.

Hinzu kommt, daf} in beiden Fillen das Niveau
7/2— bei 453,1 keV nicht betrachtet wird. So bleibt
hierbei zu klaren, ob innerhalb des betrachteten
Modells auch fiir dieses Niveau Ubereinstimmung
mit dem Experiment erzielt werden konnte. Sollte
dies nicht der Fall sein, so wiren damit die zunichst
guten quantitativen Ergebnisse der genannten Auto-
ren in Frage gestellt.

In der vorliegenden Arbeit haben wir die Mog-
lichkeit, erstens den RPC-Term exakt zu behandeln
— was in % und ® nicht geschieht —, und zweitens
die Anpassung der theoretischen an die experimen-
tellen Werte mit Hilfe echter und klar definierter
Modellparameter vorzunehmen. Um die Konsistenz
friherer Verfahren zu priifen, machen wir dies auf
zwel verschiedenen Wegen.

Der erste besteht darin, da} wir

a) die beiden Banden K=1/2 und 3/2 unter
Verwendung einheitlicher Grundparameter, zunéchst
ohne Beriicksichtigung des Niveaus 7/2 — bei 453,1
keV anpassen.

Die Lage des weggelassenen Niveaus 7/2— wird
mit den gefundenen Parameterwerten nachtriglich
berechnet. Wir erhalten genau das befiirchtete Resul-
tat, da} ndmlich dieses Niveau an einer ganz fal-
schen Stelle liegt. Dieses Ergebnis gibt einen Hin-
weis auf die Anfechtbarkeit aller bisherigen An-
sitze. Wir stellen uns deshalb die erweiterte Auf-
gabe,

b) beide Banden mit Beriicksichtigung des Niveaus
7/2— anzupassen.

Das Niveau 9/2 + bei 309,5 keV bleibt auch bei
uns unberiicksichtigt, da der hierfiir wohl verant-
wortliche  Anregungsmechanismus  (Aufbrechung
eines Nukleonenpaares) in unserem Modell nicht
enthalten ist.

5 R. T. BROCKMEIER, S. WAHLBORN, E. J. SEPPI u. F. BOEHM,
Nucl. Phys. 63, 102 [1965].
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1. Theorie

Wir beschreiben nochmals ganz kurz unser ,,Drei-
Teilchen-Kernmodell“ (Abb. 2). Die Massenpunkte
my und m, stellen den Rumpf (Masse m; +m,=
2 M) dar. Beide Massenpunkte erhalten einen festen
Abstand g,, da Schwingungen des Rumpfes hier
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Abb. 2. Drei-Teilchen-Kernmodell.

nicht betrachtet werden. Der Massenpunkt mg als
AuBlennukleon bewegt sich in einem mit dem Rumpf
verbundenen Potential.

Bei der Wahl des Einteilchenpotentials gehen wir
vom Nilsson-Potential ¢ aus. Diesem fiigen wir noch
einen weiteren Anisotropieterm hinzu, welcher aber
die urspriingliche Symmetrie des Potentials nicht
andert. Diese Modifizierung des Nilsson-Potentials
erweist sich als notwendig, wie der Verlauf unserer
Rechnung zeigen wird.

Wir gelangen zu einer Multipolentwicklung des
Kernfeldes, wenn wir mit den in Abb. 2 eingefiihr-
ten Koordinaten folgenden Ansatz fiir das Poten-
tial machen:

U=3uso2r® (1+ & Py(cosu) +¢&; Py(cosu))

+CIS'L2+C2L22. (1)

Hier ist u, die reduzierte Masse aus Rumpf- und
Teilchenmasse und , die Oszillatorfrequenz. Der
zweite Entwicklungsterm in der runden Klammer
ist gleich dem entsprechenden Ausdruck bei NiLs-
SON S, wenn & = —4% & gesetzt wird. Wesentlich ist
der Zusatzterm P, (cosu), welcher mit dem Para-
meter ¢, versehen ist. Dann folgen der Spinbahn-
term des Schalenmodells und der von NILSSON ein-
gefithrte [2>-Term; die Gréflen C; und C, sind die
entsprechenden Parameter, S bzw. L, der Spin- bzw.
Bahndrehimpulsoperator des Aullennukleons. An

6 S. G. NiLssoN, Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Fys.
Medd. 29, No. 16 [1955].
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spiterer Stelle iibernehmen wir genau die Bezeich-
nungen von NILSSON b, der zusitzliche Parameter ¢,
wird wie in (1) verwendet.

Zur Bestimmung der Energieeigenwerte gehen wir
mit dem in ! entwickelten Losungsansatz

W= 3 (GF () W+ G w k) @)

in die Schrodinger-Gleichung des Drei-Teilchen-
Kernmodells ein und fiihren diese in ein System
von gekoppelten Differentialgleichungen fiir die inne-
ren Funktionen GZ (r,u) und Gif (r,u) iiber, wel-
che nur von den Koordinaten r und u abhingen
und daher die Bewegung des AuBennukleons im
Potentialfeld des Rumpfes beschreiben. Die Spin-
funktionen des AuBenteilchens sind in den Grofen
i% und Ji% enthalten, zu deren Definition wir
auf ! verweisen.

Die inneren Funktionen, mit denen wir uns im
weiteren zu beschaftigen haben, sind mit den Quan-
tenzahlen j bzw. » des Gesamtdrehimpulsoperators
bzw. seiner Komponente in Richtung der Rumpf-
achse indiziert; die angebrachten Vorzeichen kenn-
zeichnen die Paritit. Bei dem von uns angewendeten
Lésungsverfahren werden die inneren Funktionen
im wesentlichen nach den Eigenfunktionen des iso-
tropen Nilsson-Potentials [&,=¢=0 in (1)] ent-
wickelt:

GE (r,u) = 2 Clifin V27 Ruy, (1) Y1118, 0)

ly,n

Gi (r,u) =lz C55n V27 Ry, (1) Yo (u, 0) (3)

mit »=1/2,...,j. Wie in ! sind die Funktionen
R,1,(r) die normierten Radialfunktionen des iso-
tropen harmonischen Oszillators. Die Radialquanten-
zahl n und die Drehimpulsquantenzahl /, sind mit
der Oszillatorquantenzahl N iiber N=2n+1, ver-
kniipft. Die Ausdriicke (3) fiir die inneren Funk-
tionen werden dann in das Differentialgleichungs-
system zu verschiedenen Werten von j eingesetzt,
die einzelnen Gleichungen mit den entsprechenden
normierten Entwicklungsfunktionen V27 Ry, (r)
*Yiw+y (u,0) von links multipliziert und die Inte-
gration iiber die Koordinaten r und u ausgefiihrt.
Fiir die Entwicklungskoeffizienten ClEn, Clin ex-
hédlt man dann ein homogenes Gleichungssystem,
dessen Determinante — mit der Energie als Para-
meter — verschwinden muf}. Die Losungen der zu-
gehorigen Sikulargleichung sind die Energieeigen-
werte unseres Drei-Teilchen-Kernmodells.
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Um zu entscheiden, welche Entwicklungsfunktio-
nen fiir G4¥ und G4 in Frage kommen, betrachten
wir die Lage des Kerns W18 im Nilsson-Diagramm.
Das Nilsson-Modell geht aus unserem Modell als
Grenzfall hervor, wenn der Rumpf unendlich schwer
wird. Im Grundzustand von W8 sind die tiefsten
Nilsson-Zusténde mit 109 Neutronen besetzt. Da
im Massenzahlenbereich 4 =180 bis 185 Deforma-
tionen um 0=0,27 vorliegen, der Grundzustand
von W18 durch den Drehimpuls j=1/2 und die
Paritdt == —1 gekennzeichnet ist, mul das letzte
unpaarige Neutron seinen Platz in einem Niveau
finden, das aus dem 6fach entarteten f 5/2-Niveau
der Oszillatorschale N =35 entspringt und mit K=
1/2— bezeichnet ist. Wenn wir spater, wie NILs-
sSONS, bei der Berechnung der Energieeigenwerte
Matrixelemente der beiden Anisotropieterme, gebil-
det mit Zustdnden der iibernichsten Schalen N =3
bzw. N=17, vernachlassigen, so ist die Summation
iiber [, und n in (3) nur noch iiber die Schale
N =5 zu erstrecken. Da die Gesamtlésung des Drei-
Teilchen-Kernmodells gegeniiber Austausch von m;
und m, symmetrisch sein muf}, werden die hiermit
verbundenen Symmetrierelationen der inneren Funk-
tionen im Falle N=5 wegen Y;,(n—u,0)=
(—1)""™ Y}, (u, 0) nur durch Eigenfunktion unge-
rader Paritit erfillt. Der vollstindige Satz von inne-
ren Funktionen lautet dann

G{T/z = 6{212 V@Rm (r) Y14 (u, 0)
+Clym V&" Ry3(r) Y30(u,0)
+Ci%50 VET‘ Ros(r) Y50(u, 0),

Gb3, =Chy12 V2 7 Ryy (1) Yqq (u, 0)
+Ch31 V2@ Rys (1) Yy (u,0)
+Chys0 1/_2” Ro5(r) Y51(u,0),

G{ﬁ. = C{ﬁ.IZ V21R21 (r) Y14 (u, 0)

+ C{ﬁ.:%l 1/2_7} Ry3(r) Y3,(u,0)
=+ C]i'_/,so V2an Ry5(r) Y5, (u,0),
Gij, = Chijs1 V27 Ry (r) Yo (u, 0) (4)
G50 V27 Rys(r) Yz (4, 0),

Gl = Clijs V27 Ry (1) Y32 (u, 0)

A + Ci?.so VE” Rys5(r) Y55(u,0),

G, = Chija1 V27 Rys(r) Y (u, 0)

. + C%ﬁ,so Vj’:”’ Ros (r) Y53 (u,0),

G, =Clia VQiRw(T) Y33(u, 0)

+ C{ﬁ,so V2 7T R05(r) Y53(u, 0),

7 B.R. MOTTELSON u. S. G. NiLssoN, Kgl. Danske Videnskab.
Selskab, Mat. Fys. Skr. 1, No. 8 [1959].
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G, = Chip0 V27 Ry (r) ¥4 (4, 0),
Gp, =Clis0 V2 7 Rys(r) Ysu(u,0),
by, = Chiis0 V2 7 Rys(r) Yss(u, 0)
Gl“/, = Cl“/gsol/2 T Ros(r) Ys,s(ua 0)

5

Bei der Umwandlung des Differentialgleichungs-
systems in ein lineares Gleichungssystem finden
mehrmals die Beziehungen

-
+ =S —mcotu Ylm(u’ 0)

= 5 =VIFm)(lEtm+1)

* Yim+1(u, 0)

Anwendung. Ferner sind die Matrixelemente der
in (1) gegebenen Anisotropieterme

3 s 02 1% (85 Py(cosu) + ey Py(cosu))
4 T .
= —Ouy my? 5 V = r? Yoo (u, 0)
+ &g 1y 02 1{9)’7 r?Y0(u,0)

zu berechnen. Den ersten Term bezeichnen wir mit
1 . . 2)
UYL den zweiten mit U
Fiir die Matrixelemente von US) schreiben wir
{Imn| Ud |1 'm'n')

= _6!(2 (')02 fRnI(r) 7 Rn'[’(r) r2dr
0

'J 2 Y, 0)(4/3) V1[5 ¥ oo(2,0) Y7 (u, 0) sin u du

und erhalten fiir das erste Integral, einschlieflich
des Faktors —Odu, w,y? hier in drei Féllen ein von
Null verschiedenes Ergebnis

fir '=1-2, n=n+1:

—Ohwy(—2) V(n+1)(n+l+ 1),
fir I'=1 , n'=n —0hwy(2n+1+ 3),
U'=1+2, ”=n—1:
— 0k wy(—2) Vn(n+1+3).

Fiir das zweite Integral ergibt sich

al

Ganz entsprechend gehen wir bei der Berech-
nung der Matrixelemente von U3 vor. Die hier-
bei auftretenden Wigner-Koeffizienten vom Typ
C(l'4l;mOm) und C(I'41;000)
Hilfe einer Tafel ® berechnet.

Mit dem in (1) definierten Einteilchenpotential
gehen in das Drei-Teilchen-Kernmodell insgesamt

fur

21+1

2141 C(l'2l;mOm)

C(l'21;000).

werden mit

8 T. INoug, Table of the Clebsch-Gordan Coefficients, Tokyo
Tosho Co., Tokyo 1966.
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6 Parameter ein: Die GroBe 4,=Hh2/(M 0,?), wel-
che ein Mal} fiir das Tragheitsmoment des Rumpfes
(Oy=% Mo,?) ist, ferner die Parameter des Ein-
teilchenpotentials, ndmlich die Oszillatorenergie
h g, die Deformation ¢ und der weitere Deforma-
tionsparameter &4, sowie die Groflen C; bzw. C,,
welche die Stirke der Spinbahnwechselwirkung bzw.
des Zentrifugaltermes bestimmen. Der Wert fir
h o, ist bereits durch die Massenzahl von W83 fest-
gelegt. Wenn wir wie NiLssoN® h wy~ 41 47"
MeV setzen, so ergibt sich dieser zu 7,22 MeV.
Ebenso ist aus Bestimmungen des Quadrupolmoments
von W18 die ungefihre Grofle von O vorgegeben.
In unseren Rechnungen setzen wir 0 = 0,2 bzw. 0,21.

Da zur Anpassung der Energieniveaus fiinf Para-
meter (einschlieBlich 0) variiert werden konnen, ist
es vorteilhaft, die Energiematrix durch h w, zu
dividieren und die zu diagonalisierende, jetzt dimen-
sionslose Matrix M in eine Diagonalmatrix M(0)
mit den Elementen 2 n + 1, +3/2 =13/2 und in fiinf
weitere dimensionslose Matrizen M(J), M(U{),
M(U), M(SB) und M(Z) zu zerlegen. Die
Matrix M(J), in welcher die Wechselwirkung von
Rumpf- und Teilchenbewegung sichtbar wird, ist mit
dem Faktor A4,/k w, zu versehen, die iibrigen Matri-
zen der Reihe nach mit den Faktoren 0, &, », » u,
wobei % bzw. % u den obigen Groflen C; bzw. C,
entsprechen und wie bei NILSSON ¢ definiert sind. In
dieser aufgespaltenen Form

M =M (0) + (dy/h wy) M(J) +SM(UR)
+ ey M(UE) +xM(SB) +xuM(Z) (5)

werden auch die Energiematrizen zu verschiedenen
Werten von j als Datensétze in eine Rechenanlage
eingegeben.

Die Struktur der Energiematrizen ist bereits in !
untersucht worden. Die Dimension der Matrizen
erfahren wir aus dem Differentialgleichungssystem
und den zugehéorigen inneren Funktionen. Fiir Ge-
samtdrehimpuls j=1/2 reduziert sich das Differen-
tialgleichungssystem auf zwei Gleichungen fiir G1,
und Gy, womit wir mit (4) eine (6 x 6)-Matrix
erhalten. Fiir die hoheren Drehimpulse j=3/2, 5/2,
7/2 und 9/2 sind es (11x11)- und (15x15)-,
(18 x18)- und (20 x 20)-Matrizen, fiir j = 11/2
wegen der insgesamt 11 inneren Funktionen stets
(21 % 21)-Matrizen, welche sich nur in der Matrix
M (J) unterscheiden.

Bei der Anwendung unserer Rechnungen auf den
Kern W183 wird sich zeigen, dal} nicht alle Energie-
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eigenwerte der oben beschriebenen Matrizen bené-
tigt werden. Wir sparen Rechenzeit und erhalten zu-
gleich Ergebnisse mit hoher Genauigkeit, wenn wir
die Eigenwerte nicht mit einem Diagonalisierungs-
verfahren bestimmen, sondern die Losungen der
den Energiematrizen entsprechenden Sakularglei-
chungen innerhalb eines bestimmten Energieinter-
valls suchen. Hierbei kommt uns sehr zu Hilfe, dal3
wir die ungefdhre Lage der Eigenwerte kennen, wie
im folgenden Kap. 2 noch niher erlautert werden
wird.

Wir fassen nochmals kurz zusammen, unter wel-
chen Voraussetzungen die Energieeigenwerte berech-
net werden: Es wird das vollstindige System von
Differentialgleichungen fiir die inneren Funktio-
nen verwendet. Bei den Entwicklungen fir die
inneren Funktionen (4) werden alle Funktionen
V2a R, (r) Yi,,53 (u,0) aus der Schale N=5
mitgenommen, jedoch solche aus den Schalen N =3
und 7 weggelassen. Diese Vernachldssigung ist aber

E/he,
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fir Parametersitze, wie sie bei uns spéter auftreten,
erlaubt. Unser Vorgehen entspricht deshalb einer
exakten Behandlung des RPC-Termes, so daf} die
folgenden Anwendungen zunichst in diesem Punkt
eine Verbesserung der Rechnungen von KErRMAN*
und BROCKMEIER et al. 3 darstellen.

2. Energiespektrum

Bei der folgenden Diskussion des Energiespek-
trums wird zunédchst ¢, =0 gesetzt, so dal als Ein-
teilchenpotential das iibliche Nilsson-Potential vor-
liegt. Fiir verschiedene Werte von 0 aus dem Inter-
vall 0 bis 0,3 und die speziellen Werte »=0,055,
% pu=0,0225, Ay/h wy=0,002 wurden die Eigen-
werte der Matrizen (5) bestimmt und als Funktion
von 0 im Energiebereich E/h wy=6,40 bis 6,53 in
Abb. 3 dargestellt. Niveaus mit verschiedenem Dreh-
impuls j sind auch in der Abb. zeichnerisch verschie-
den wiedergegeben.

6,50

6,45

Nilsson -
niveaus

6,40

0 0,1

0,2 03 &

Abb. 3. Energieeigenwerte des Drei-Teilchen-Kernmodells als Funktion des Deformationsparameters 6 (g, = 0, » = 0,055,
% u=0,0225, 4y/h wy=0,002) und Nilsson-Niveaus (x=0,055, » ©=0,0225).
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AuBlerdem sind in Abb. 3 Nilsson-Niveaus fiir
die Parameterwerte % = 0,055 und » x = 0,0225 dar-
gestellt und mit den entsprechenden K-Quantenzah-
len versehen. Die Nilsson-Niveaus werden erst im
Zusammenhang mit Abb. 4 diskutiert.

In dem in Abb. 3 gewihlten Energieintervall sind
auch noch Eigenwerte unterzubringen, deren zuge-
horige Entwicklungsfunktionen aus tieferen und
hoheren Oszillatorschalen (vor allem N =4 und 6)
stammen. Da diese bei der Anpassung des Wolfram-
spektrums nicht beriicksichtigt werden miissen, wur-
den hierzu auch keine numerischen Rechnungen
durchgefiihrt.

Wie aus Abb. 3 ersichtlich ist, dienen zur Klassi-
fikation der Energieniveaus des Drei-Teilchen-Kern-
modells die Quantenzahlen des Gesamtdrehimpuls-
operators und die Paritit. Weitere gute Quanten-
zahlen gibt es in diesem allgemeinen Fall nicht.
Trotzdem konnen wir eine Art von Kennzeichnung
und damit eine Unterscheidung von gleichartig indi-
zierten Niveaus aus der Betrachtung zweier Grenz-
falle erreichen. Im ersten Fall hat der Rumpf end-
liche Masse und das Oszillatorpotential ist isotrop,
im zweiten Fall dagegen ist der Rumpf unendlich

6,55
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schwer und das Potential endlich deformiert. Gegen-
iiber dem allgemeinen Fall besitzt das System in
diesen Grenzfillen andersartige Symmetrien, d.h.
es gelten verschiedenartige Erhaltungssitze. Die da-
mit verbundenen Quantenzahlen lassen sich als
asymptotische Quantenzahlen zur weiteren Kenn-
zeichnung der Niveaus des allgemeinen Falles ein-
fiihren.

Den Ubergang von den beiden genannten Grenz-
fallen zu unserem allgemeinen Fall (Abb. 3) disku-
tieren wir an Hand von Abb. 4.

Der Abschnitt I zeigt das Verhalten des Niveaus
beim Ubergang von dem unendlich schweren Rumpf
zu einem Rumpf mit endlichem Trigheitsmoment.
Dabei ist hier 0 =&, =0 gesetzt; d.h. das Einteil-
chenpotential (1) enthélt nur den isotropen Oszilla-
torterm, den Spinbahn- und Zentrifugalterm. Die
beiden letzten Terme bewirken, dal ganz links in
Abschnitt I, wo Ag/h wy noch gleich Null ist, nicht
das hochentartete Oszillatorniveau der Schale N =5
bei E/h wy=6,5 auftritt, sondern zwei Niveaus bei
E/k wy= 6,40 bzw. 6,45 vorliegen, welche mit p 3/2
und f5/2 bezeichnet sind. Fiir 4,/h w,=0 ist also
die Energie des Systems allein durch die Einteilchen-

6,50

y
e /2

) ) '9
572 (.=2"’:/20' il
6,45 ,=0, j= W

52
640 p3/2__—T0, j-3/2 p 32
N 0 ol 02 03 03 02 01 0 &
0 0,001 0,002 0,002 0,001 0 A/ ha,
F §=0 +Ay/Buy= 0,002 +—— §-0,3 A/ fwy= 0 —

Abb. 4. Energieeigenwerte von Drei-Teilchen-Kernmodell (II) und zwei benachbarten Grenzfillen (I und IV).
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energie E;, gegeben:

l,+1 fiir
—1,

jz‘""lz_él

E,=6,5+x fir j,=0L+13]

—nuly(ly+1).
(6)

l, bzw. j, sind die Quantenzahlen des Bahn- bzw.

Gesamtdrehimpulsoperators des AuBennukleons.

Erhélt nun der Rumpf ein endliches Trigheits-
moment, so kann dieser zu Rotationen senkrecht zur
Rumpfachse angeregt werden. Die Rotationsbewe-
gung erfolgt ungestort von der Teilchenbewegung,
da das Potential immer noch isotrop ist. Deshalb
ergibt sich der Gesamtdrehimpuls j dieses Systems
durch Kopplung des Rumpfdrehimpulses /; mit j,,
die Gesamtenergie durch Addition der Rotations-
energie (A4y/k wgy) l;(l; +1) des Rumpfes zur Ein-
teilchenenergie E; aus (6). Hierzu ist in Abschnitt I
die Gesamtenergie als Funktion von 4y/h wy durch
Gerade verschiedener Steigung fiir die Rumpfdreh-
impulswerte I, =0, 2, 4, 6 dargestellt. Die fiir un-
gerade [;-Werte moglichen Niveaus wurden nicht ge-
zeichnet, da sie zu Zustdnden positiver Paritdt mit
antisymmetrischem Verhalten gegeniiber Teilchen-
austausch gehoren, welche aber bereits in Kap. 1
ausgeschlossen wurden. Da zu gegebenen [, und j,
alle Gesamtdrehimpulse j mit |l —jo | S j < 1+
moglich sind, liegt Entartung vor. Dies wird in Ab-
schnitt I dadurch verdeutlicht, daB die Niveaus zu-
satzlich mit allen moglichen Werten fiir j gekenn-
zeichnet sind.

Die Beriicksichtigung der Rumpfdeformation
fiihrt hintiber in den Abschnitt II, der das allge-
meine Termschema enthilt, welches in Abb. 3 im
einzelnen dargestellt ist. Wegen der Verkopplung
von Rumpf- und Teilchenbewegung spalten die fiir
0 =0 entarteten Niveaus auf. Das noch fiir kleine
Deformationen recht uniibersichtliche Spektrum
zeigt im Bereich 0>0,15 die typischen Merkmale
von Rotationsspektren. Diese treten noch deutlicher
hervor, wenn bei endlicher Deformation das Trag-
heitsmoment des Rumpfes vergroBert wird, bis sich
die Niveaus zu klar getrennten Rotationsbanden
zusammenfassen lassen.

Andererseits konnen wir von rechts her, in Ab-
schnitt IV beginnend, zunichst die unendlich schwere
Rumpfmasse beibehalten und die Deformation ein-
schalten. Wir erhalten dabei die Nilsson-Niveaus.
Um zum allgemeinen Termschema (Abschnitt IT) zu
gelangen, miissen wir noch den Abschnitt IIT von
rechts nach links durchlaufen, in welchem wir zu
endlichem Tragheitsmoment iibergehen.
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In Abschnitt IV sind nur zwei von insgesamt fiinf
Nilsson-Niveaus, welche aus den Niveaus p 3/2 und
£5/2 hervorgehen, eingetragen. Ein vollstindiges
Bild vom Verlauf der Nilsson-Niveaus gibt Abb. 3.
Neben den Niveaus K=1/2 und K=3/2 aus Ab-
schnitt IV sind alle weiteren Nilsson-Niveaus, wel-
che im Intervall E/k w,= 6,40 bis 6,45 liegen, dar-
gestellt und durch die entsprechenden Quantenzah-
len K gekennzeichnet. K ist die Quantenzahl der
Komponente des Einteilchendrehimpulsoperators in
Richtung der Symmetrieachse des Potentials (Rumpf-
achse).

Zum Entartungsgrad der Nilsson-Niveaus sei noch
folgendes bemerkt: Wiirden wir in Abschnitt I von
Abb. 4 die ungeraden Drehimpulswerte /; des Rump-
fes nicht ausschliefen und die zugehérigen Niveaus
in den Abschnitten II und III rechnerisch verfolgen,
so unterscheiden sich diese von den bisher gezeich-
neten Niveaus, da in diesem Fall die ersten beiden
Zeilen des Differentialgleichungssystems! an den
Stellen, wo der Faktor A, auftritt, anders lauten.
Jedoch in Abschnitt III, beim GrenzprozeB A,/ w,
gegen Null, miinden diese exakt in die bei 6 =0,3
gezeichneten Niveaus ein, so daf} auch bei unserer
Behandlung des Modells der gleiche Entartungsgrad
wie bei NiLssoN 8 vorliegt.

Die in Abb. 3 dargestellten Niveaus mit gleichem
j konnen unseren Ausfilhrungen geméill je nach
Grofle von Deformation und Tragheitsmoment mit
Hilfe der Quantenzahlen von zwei benachbarten
Grenzfallen unterschieden werden. Fiir Deformatio-
nen 0 > 0,15 und Werte von 4,/ wy um 0,002 eignen
sich am besten die Quantenzahlen des Nilsson-Mo-
dells. Alle Niveaus, welche beim Einschalten von
Ay/h wy (Abb. 4, III) aus den jeweiligen Nilsson-
Niveaus entstehen, werden zu einer Rotationsbande
zusammengefalit und zusétzlich mit der entspre-
chenden K-Quantenzahl gekennzeichnet.

Fir den zuerst diskutierten Grenzfall lassen sich
die Energieeigenwerte sehr einfach angeben:

E[h wy=Ey + (Ao/h wg) L; (1, +1). (7)

Fiir den zweiten Fall liegen die Eigenwerte in tabel-
lierter Form bei N1LssON 6 vor. Wir haben damit die
MGoglichkeit, unsere umfangreichen Datensétze (Loch-
karten) auf Fehler hin zu untersuchen. AuBerdem
erfahren wir etwas iiber die Genauigkeit der numeri-
schen Rechnungen.

Unsere Daten werden als zehnstellige Gleitkomma-

zahlen in eine Rechenanlage vom Typ CDC 3300
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eingegeben und mit Hilfe eines Algolprogrammes
verarbeitet. Im Falle 6 =0 stimmen alle berechneten
Eigenwerte der verschiedenen Energiematrizen mit
(7) in 10 Stellen iiberein. Zur Uberpriifung der
Matrizen M (US{Y)) wird der Grenzfall des unendlich
schweren Rumpfes betrachtet und die von uns be-
rechneten Eigenwerte mit den von NILSSON ¢ tabel-
lierten Werten verglichen. Da jetzt die Energie-
matrizen zerfallen, werden die dabei entstehenden
Untermatrizen einzeln diagonalisiert.

3. Anpassung der Energieniveaus

Zur Durchfiihrung unseres Anpassungsprogramms
ist noch eine GroBle zu definieren, welche ein Mal}
fiir die Giite der Anpassung ist. Es seien mit E; die
Energiewerte der experimentellen Niveaus bezeich-
net, mit X; die entsprechenden berechneten Energie-
eigenwerte (i=1,...,n). Im Fall a), wo nur die
beiden Banden K=1/2 und K =3/2 angepalit wer-
den, ist n=9; im Fall b), wo das Niveau 7/2—
bei 453,1 keV hinzugenommen wird, ist n =10. Aus
diesen Groflen wird die quadratische Form »? ge-
bildet:

2= SIE-hoX-X)1n (@)

Fir y? wihlen wir diese einfache Form (vgl. 9),
da zu erwarten ist, daf} selbst beim optimalen Para-
metersatz die Abweichungen |E;—#k w,(X;—X,)]
noch von der Gréenordnung 10 keV sind, wiahrend
die Fehler der experimentell bestimmten Werte E;
nur 10 bis 40 eV ausmachen. Auflerdem kommt in
(8) zum Ausdruck, daf} das tiefste Niveau X, als
Nullpunkt der Energieskala dient.

Uber die GroBen X; wird 72 bzw. y eine Funktion
der Modellparameter und unsere Aufgabe besteht
darin, durch Variation der Parameter das tiefste
relative Minimum von x zu finden.

a) Banden K =1/2 und K = 3/2

Wir beschrinken uns wie KERMAN 4 und BrROCKk-
MEIER et al. 5 zunichst auf die Niveaus der Banden
K=1/2 und K=3/2, versuchen aber, diese mit
Hilfe eines konsistenten Parametersatzes anzupas-
sen. Fir das Einteilchenpotential wahlen wir in die-
sem Fall das iibliche Nilsson-Potential [also &, =0
in (1)], um in unseren Rechnungen den gleichen
Ausgangspunkt wie in oben genannten Arbeiten her-
zustellen. Wenn wir gemal Kap. 1 noch

i wy=17,22 MeV 8-0,21

und

H. NAPFEL

setzen, dann bleiben noch drei Parameter zur Va-
riation ibrig.

Als Ausgangsparametersatz verwenden wir die
Parameterwerte von Abb. 3. Die Werte = =0,055
und » 1 =0,0225 werden vom Nilsson-Diagramm
her nahegelegt. Der Wert 4,/h wy,=0,002 wird aus
den Rotationsspektren benachbarter deformierter
gg-Kerne abgeleitet, fiir welche die charakteristische
Grofle h%/(2 O.5) zwischen 14 und 16 keV liegt.
Das effektive Trigheitsmoment ©; entspricht dem
Triagheitsmoment des Rumpfes Oy = M 9,2, so da}
sich mit 4,=Hh2/(2 ©,) obiger Wert ergibt.

Abb. 3 aus Kap. 2 enthilt das zu diesen Para-
meterwerten berechnete Spektrum. Bei der Defor-
mation 0 = 0,21 finden wir zunichst fiinf durch aus-
gefiillte Kreise gekennzeichnete Niveaus, welche die
Bande K=1/2 darstellen, dann vier weitere Ni-
veaus, durch schraffierte Kreise gekennzeichnet, wel-
che zur Bande K =3/2 gehoren. AuBerdem ist mit
durchkreuzten Kreisen noch eine Bande (K =7/2)
markiert, mit welcher wir uns spéter noch ausfiihr-
lich zu beschiftigen haben. Von der Richtigkeit un-
serer Identifizierung der Niveaus iiberzeugt man
sich am besten an Hand von Abb. 4; aber auch die
in Abb. 3 zusitzlich eingezeichneten Nilsson-Niveaus
lassen die richtige Zuordnung erkennen.

Ein Vergleich mit den experimentellen Energie-
werten zeigt, daB mit diesem aus ganz groben Uber-
legungen gewonnenen Ausgangsparametersatz nicht
nur die Niveaufolge der beiden Banden richtig wie-
dergegeben wird, sondern auch quantitativ eine ge-
wisse Ubereinstimmung besteht. Nach (8) ergibt sich
fiir y in diesem Fall 40,02.

Beginnend mit obigem Ausgangsparametersatz
werden die Parameter x, x 1 und A,/h w, der Reihe
nach mehrmals durchvariiert, bis keine merkliche

Eigenwerte X;  Berechnete Energie- ~ Abweichungen

werte in keV in

(fwo(Xs — X1)) keV %

6,444675719 0

6,450643008 Bande 43,08 — 340 —1731
6,459493933 K=1/2 106,99 7.92 7.99
6,472793475 203,01 — 399 —1.93
6,489962797 326,97 18.03 5,84
6.475559176 222,98 14,18 6,79
6,485861814 Bande 297.36 5,65 1,94
6,501509979 K=3/2 41034 — 1,73 —0.42
6,518855085 535.58 — 18,75 — 3,38

Tab.1. Energieeigenwerte zu den Banden K=1/2 und K=3/2.
Werte der Modellparameter: » = 0,05615, » u = 0,02255,
Ao/h wy = 0001970 (8 = 021, ¢ = 0, k wy = 7,22 MeV).
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Absenkung von y mehr auftritt. Die Energieeigen-
werte, die sich aus einer solchen Variation ergeben,
sind in Tab.1 zusammengestellt. Die optimalen
Parameterwerte sind: »=0,05615, » u=0,02255
und Ay/h wy=0,001970. Der zugehérige Wert von
% liegt bei 31,67.

Es wurde noch der Versuch unternommen, die
Anpassung weiter zu verbessern, indem die De-
formation 0 mitvariiert wurde. Eine wesentliche Ver-
besserung des obigen Ergebnisses konnte allerdings
nicht erreicht werden, da sich fiir ¥ immer noch 27,2
als Minimum ergab. Der zugehorige Wert von &
stellte sich etwa bei 0,18 ein, wiahrend sich die iibri-
gen Parameter gegeniiber Tab. 1 um weniger als 1%
anderten. Dabei zeigte sich, dal das Minimum von %
am schirfsten durch » bestimmt ist, wihrend die
0-Abhiingigkeit von x relativ gering ist.

Man sieht, daB die beiden Banden K=1/2 und
3/2 des betrachteten Kerns W18 mit unserem Mo-
dell bei geeigneter Wahl der Parameter sehr schon
dargestellt werden konnen. Der entscheidende Unter-
schied gegeniiber den friilheren Betrachtungen* 3,
bei welchen zusitzliche Parameter in die Rechnung
eingeschoben wurden, besteht darin, daf} hier ein
klar definiertes Modell mit wenigen, physikalisch
durchsichtigen Parametern durchgerechnet wurde.

Unserem Programm entsprechend haben wir nun
festzustellen, wo das Niveau 7/2—, welches den
Kopf einer weiteren Rotationsbande bildet, liegt.
Es ergibt sich, dafl dieses Niveau energetisch unter-
halb der von uns berechneten Banden liegt (vgl. in
Abb. 3 die mit durchkreuzten Kreisen gekennzeich-
neten Niveaus). Das wiirde bedeuten, daB} dieses
Niveau den Grundzustand des betrachteten Kernes
darstellen wiirde. Dieses Ergebnis steht aber im
krassen Widerspruch zum Experiment, wo dieses
Niveau als angeregtes Niveau bei 453,1 keV auftritt.
Damit ist die Anfechtbarkeit einer solchen ,,partiel-
len“ Anpassung gezeigt.

Wir miissen also versuchen, das fragliche Niveau
von vornherein in die Anpassung einzubeziehen.
Ein Hinweis, wie das geschehen kann, ergibt sich
aus der folgenden Uberlegung.

Wir betrachten zunidchst die in Abb. 3 eingezeich-
neten Nilsson-Niveaus bei der Deformation 6 = 0,21
und stellen fest, da das Niveau K =7/2 unterhalb
der Niveaus K=1/2 und K=3/2 liegt. In einem
ersten Versuch modifizierten wir daher das Nilsson-
Diagramm durch Abanderung der Parameter » und
% u derart, da} bei 6=0,21 die relative Lage der
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Einteilchenniveaus sinnvoll wiedergegeben wird
(z.B. %2=0,08 und »ux=0,017). Berechnet man
aber fiir ein solches Parameterpaar die Rotations-
banden nach unserem Modell — dabei ist 4y/h @,
=0,002 gesetzt —, so werden zwar die Bande
K =3/2, sowie die Lage des Niveaus 7/2— (Ban-
denkopf) innerhalb dieser Bande richtig beschrie-
ben, aber in der Bande K =1/2 sind die Niveaus
j=3/2 und 5/2 bzw. j=7/2 und 9/2 miteinander
vertauscht, was auf den groBen Wert von » zuriick-
zufithren ist.

Wir diirfen also die Parameter % und x u des
Nilsson-Modells gegeniiber den Werten in Tab. 1
nicht wesentlich abindern. Die Frage ist, wie sich
trotzdem erreichen liaBt, daB die Nilsson-Niveaus
K =7/2 und 9/2 nach oben verschoben werden.

An dieser Stelle greifen wir kurz auf die Arbeit
von NILSSON 8 zuriick. Dort wird das asymptotische
Verhalten der Einteilchenniveaus fiir groe Defor-
mationen untersucht. In diesem Grenzfall werden
die Niveaus durch die Quantenzahlen N und ny
(nz ist die Anzahl der Oszillatorquanten in Rich-
tung der Symmetrieachse des Potentials, Z’-Rich-
tung), by’ und sz (Z’-Komponenten von Bahndreh-
impuls und Spin) gekennzeichnet. Fiir die uns in-
teressierenden Einteilchenniveaus K=1/2 und 3/2
aus der Schale N =35 ist jeweils ny7=1 und lrz'=0
bzw. 2. Fiir die Niveaus K =7/2 und 9/2 dagegen
ist nz7=0 und ly =3 bzw. 5; d. h. in diesen Fil-
len bewegt sich das AuBenteilchen hauptsdachlich in
der Aquatorebene (z=90°) und die Energie hingt
stirker von der Deformation des Potentials ab als
im Falle ny;y=1, was in dem steileren Verlauf der
Nilsson-Niveaus auch zum Ausdruck kommt.

Am Einteilchenpotential miissen wir also eine
Korrektur anbringen, welche bewirkt, dal das Po-
tential in der Aquatorebene stirker als bisher an-
steigt. Hierfiir eignet sich ein Term von der Gestalt
Y hw,r?e Py(cosu) mit positivem Parameter ¢, .
Dieser P,-Anteil ist bereits im Potentialansatz (1)
enthalten.

b) Banden K =1/2 und 3/2 einschlieBlich des
Niveaus 7/2— bei 453,1 keV

Wenn wir das Niveau 7/2— bei 453,1 keV noch
hinzunehmen, so sind insgesamt 10 Energieniveaus
anzupassen. Das Verfahren ist das gleiche wie im
Falle a), nur werden jetzt bei Verwendung des in
(1) gegebenen Einteilchenpotentials vier Parameter,
namlich ¢, , %, % 1 und 4,/h w, variiert.
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Die Deformation ¢ und die Oszillatorenergie % o,
werden bei der Variation festgehalten. Zunachst set-
zen wir wie in Tab. 1 4 =0,21. Nach mehreren Va-
riationsschritten ergibt sich y = 20,95 als Minimum,
also eine deutliche Verbesserung gegeniiber den Er-
gebnissen in Tab. 1. Zur Untersuchung der 6-Ab-
hingigkeit wird die Anpassung nochmals fiir 6 = 0,20
wiederholt. Wie unter a) erhilt man bei Verkleine-
rung der Deformation eine weitere Verbesserung
der Anpassung. Zusitzliche Rechnungen zeigen, daf}
wir damit praktisch das Optimum der Anpassung
erreicht haben. Das Minimum liegt in diesem Fall
bei 18,63. Die zugehorigen Parameter- und Energie-
eigenwerte sind in Tab. 2 zusammengestellt.

Eigenwerte X; Berechnete Energie-  Abweichungen

werte in keV in
(h wo(X; — X)) keV %

6.390357703 0

6.397161134 Bande 49.12 2.64 5,68
6.,404375827 K=1/2 101.21 2,14 2,16
6,419177684 208.08 1.08 0,52
6,434448681 318,34 9,40 3,04
6.420080326 214.60 5.80 2,78
6.430812131 Bande 292,08 0,37 0,13
6,448161778 K=3/2 41735 5,80 1.28
6.465253011 540,74 — 13,58 — 245
6,453097581 72— 45298 —0,10 —0,02

Tab. 2. Energieeigenwerte von W18 (ohne Niveau 9/2+).
Werte der Modellparameter: &, = 0,0830, » = 0,0505, x u
=0,02240, Ay/h wy=0,001995 (0=0,20, A w,=7,22 MeV).

Das Niveau 7/2— hat jetzt die richtige Lage.
Auflerdem ergeben sich Verbesserungen innerhalb
der beiden Banden K=1/2 und 3/2 gegeniiber
Tab. 1.

4. Ergebnisse

Unsere Rechnungen haben zunichst in Uberein-
stimmung mit den Ergebnissen von anderen Autoren
gezeigt, dal} es moglich ist, die Rotationsbanden des
Kernes W13 fiir K—=1/2 und 3/2 unter Verwen-
dung des gewdhnlichen Nilsson-Potentials mit P,-
Deformation — durch Bestimmung geeigneter Para-
meter — befriedigend darzustellen. Wenn wir je-
doch die Lage eines weiteren experimentell bekann-
ten Energieniveaus (453,1 keV) fiir ein solches Mo-
dell untersuchen, so kommen wir zu dem Ergebnis,
daB das vorliegende Modell eine Anpassung dieses
Niveaus nicht zu leisten vermag.

In unseren Rechnungen wird jedoch die Moglich-
keit aufgezeigt, durch Aufnahme eines Terms von
der Form P,(cosu) in das Anisotropieglied des Po-
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tentials auch das betreffende kritische Niveau 7/2—
bei 453,1 keV mit anzupassen. Dabei wird sogar
die Anpassung der bisher allein betrachteten Ban-
den noch verbessert. Hier kann nochmals gesagt wer-
den, dal das von uns verwendete Verfahren auf
einem in sich konsistenten und vollig durchsichtigen
Parametersatz aufbaut.

Bemerkenswert ist, daB sich solche zusitzliche
anisotrope Anteile des Kernpotentials auch von an-
derer Seite her als notwendig erwiesen haben. In
einer Arbeit von HENDRIE et al.? wird zur Erkla-
rung von a-Streuexperimenten die Kernoberflache
in der Form

R=Ry(1+f3 Y20+ P4 Yso+Ps Vo) (9)
parametrisiert (R ist der Abstand der Kernoberfla-
che vom Mittelpunkt) und die Parameter werden
fiir Kerne des Massenzahlenbereichs A =152 bis 178
bestimmt. Eine Extrapolation von f, in den Massen-
zahlenbereichen von Wolfram ergibt f, = — 0,08. Um
eine Zuordnung zwischen f, und ¢, herzustellen, be-
trachten wir eine Aquipotentialfliche des in (1) ge-
gebenen anisotropen Oszillatorpotentials, welche
durch

R —=const(1 + ¢, Py +¢, Py) " (10)
beschrieben wird. Mit Hilfe von (9) und (10) kann
abgeschatzt werden, welcher Wert von 8, dem von
uns bestimmten Parameterwert ¢, = 0,08 entspricht.
Fir f, ergibt sich etwa —0,05. In Vorzeichen und
GroBenordnung stimmt also unser Ergebnis mit
dem aus ? erhaltenen Wert tiberein.

Auf Grund unserer Ergebnisse erscheint es aus-
sichtsreich, dieses Verfahren auf andere Kerne aus-
zudehnen. Es kann sich dabei zeigen, dal weitere
Verfeinerungen notwendig sind. Im Rahmen des
vorliegenden Modells konnten diese in der Richtung
liegen, dal man am Potential des AuBlennukleons
weitere Korrekturen anbringt, oder es konnen
Rumpfschwingungen in die Rechnung mit einbezo-
gen werden.

Herrn Professor Dr. H. VoLz danke ich herzlich fiir
sein forderndes Interesse an dieser Arbeit. — Die nu-
merischen Rechnungen wurden zuerst am Rechen-
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spiater am Rechenzentrum der Universitit Erlangen-
Niirnberg (CDC 3300) durchgefiihrt. Der Firma Sie-
mens AG danke ich fiir die groBziigig zur Verfiigung
gestellte Rechenzeit, der Deutschen Forschungsgemein-
schaft fiir die Bereitstellung der Universitdtsrechen-
anlage.
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